P. B. Aczel, “Fundamentos Matematicos y Teoria de Conjuntos”. Ldmpsakos, ISSN: 2145-4086, No. 4, pp. 16-19. Jul-Dic. 2010.

Mathematics Foundations and Theory of Sets

Fundamentos Matematicos y Teoria de Conjuntos

Peter B. Aczel
University of Manchester. Department of Computer Science and Mathematics
peterba@cs.man.ac.uk

(Articulo de REFLEXION. Recibido el 15-08-2010. Aprobado el 10-11-2010)

Abstract — In this paper we analyze the proposals of
John Mayberry in his book “The Foundations of
Mathematics in the Theory of Sets”, especially his idea
of solving a problem of more than 200 vyears: to
explain the Foundations of Mathematics.
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Resumen — En este trabajo se hace un analisis a las
propuestas de John Mayberry en su libro “The
Foundations of Mathematics in the Theory of Sets”,
especialmente a su idea de resolver un problema de
mas de 200 afos: explicar los fundamentos de las
matematicas.
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1. Introduccion

En “The Foundations of Mathematics in the
Theory of Sets”, John Mayberry (1990) trata de
resolver un problema de mas de 2000 anos de
antigiedad: explicar los fundamentos de las
matematicas. Estructura su relato en tres
cuestiones interrelacionadas: 1) determinar
exactamente lo que deberia —y no deberia—
esperarse de un fundamento; 2) argumentar que
la teoria de conjuntos, de hecho, puede
proporcionar dicho fundamento; y 3) presentar
una nueva version de la teoria de conjuntos —o al
menos una nueva exposicion de la teoria de
conjuntos tradicional—, que puede cumplir este
papel fundamental.

El se dirige a la primera de estas cuestiones
—capitulos 1 y 6— argumentando que el aspecto
mas importante de las matematicas es el método
axiomatico, y por lo tanto un fundamento para las
matematicas debe proporcionar una justificacion
de este método —pero que necesita proporcionar
un poco mas. Los Sistemas Axiomaticos, de
acuerdo con Mayberry, aislan las estructuras
matematicas particulares —o lo pretenden—, y
todo lo que queda para que un fundamento supla
es la garantia de que existe una estructura
apropiada que satisfaga los axiomas.

Para cuando empleamos el método axiomatico, solo
tenemos que reconocer que el tema especial de los
conjuntos pertenece a las matematicas [...]. Todo
lo que se requeria, histéricamente, para reemplazar
completamente a los métodos tradicionales era
establecer tres teorias axiomaticas [analisis,

aritmética y geometria] [...], y luego mostrar cémo
[estas teorias] podrian reconstruirse mediante
simples métodos algebraicos y de teoria de
conjuntos aplicados a modelos de esas teorias (p.
204).

Con toda la razdn senala que la axiomatizacion
formal de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel es un lugar inapropiado para buscar un
fundamento, ya que se trata, como el analisis, de
una teoria matematica con la necesidad de un
fundamento, no un candidato para proporcionar
alguno. Sostiene, por tanto, que lo que se
necesita es una teoria no formal consistente de
verdades evidentes que pueden proporcionar el
tema especial de las matematicas axiomaticas y
por lo tanto proporcionar el fundamento
necesario.

Una vez que uno conoce lo que esta buscando,
puede proceder a las cuestiones dos y tres:
proporcionar un fundamento que satisfaga a la
desiderata descrita anteriormente —esta cuestion
la aborda en los capitulos 2-5 y 7. Mayberry
afirma que la teoria de  conjuntos,
adecuadamente concebida, puede proporcionar
un fundamento. La teoria de conjuntos en
cuestion es una coleccion informal de axiomas
justificadas por la nocion intuitiva de lo finito,
comprendida: "en el sentido esencial y original de
‘finito’, el sentido no técnico, a saber: ‘limitado’
—o0 definido o delimitado— en el ‘tamano’” (p.
47).

Este uso no estandar —por lo menos para los oidos
contemporaneos— de “finito” puede ser confuso
para un lector menos cuidadoso de lo que
deberia, aunque Mayberry es muy consiente al
recordarle al lector lo que no es “finito”, ya que
el término utilizado en el libro significa lo mismo
que el “finito” de Dedekind (1963). Para terminar
este comentario, en adelante se colocara “finito”
entre comillas cuando se le use de acuerdo con el
significado de Mayberry, y se entendera como
limitado o delimitado, diferenciandolo del uso
mas tradicional —no citado— de la palabra.

2. Rasgos histoéricos de la cuestion

Para los antiguos griegos, “finito” coincidia —al
menos intuitivamente— con la nocion moderna de
Dedekind, y la revolucion tedrica de conjuntos
que surgid, con el cambio de siglo, a partir de:
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La clave de la doctrina Cantor (2006) [...], segin la
cual una pluralidad puede ser del mismo tamano
que algunas de sus propias sub-pluralidades y sin
embargo sigue siendo finita [...]. En efecto él
rechaza la nocion clasica de la finitud, concepto
empleado por Aristoteles y Euclides (p. 47).

Asi, la historia de la teoria de conjuntos se
describe como el proceso que modifica
colecciones, o pluralidades, definidas como
“finitas”. Esta reconstruccion racional de la
historia de la teoria de conjuntos como la
evolucién de la nocion de “finito” es una de las
partes mas interesantes y Utiles de las primeras
secciones del texto en cuestion.

Mayberry presenta analogias informales para la
mayoria de los axiomas estandar —por ejemplo,
conjunto  potencia, uniéon, conjunto vacio,
vinculacion, sustitucion, etc.— que segln él son
justificados por este concepto intuitivo de
“finitud”. Sehala que uno logra una version
informal de algo como la teoria de conjuntos
estilo Cantoriana —o Zermelo—, siempre y cuando
aceptemos el axioma del infinito, es decir, la
afirmacion de que la coleccion de los nimeros
naturales es “finito” en un sentido relevante.

Ademas, sefala que los antiguos griegos
concibieron a los numeros no como un Unico
referente numeral, sino como pluralidades
“finitas” que son instancias de una especie
general; y nos invita a:

[...] considerar la idea de nUmero que fue
suplantada por la idea moderna de nUmero
“natural”, la concepcion griega clasica de arithmos.
En esa concepcion, un numero —arithmos— es una
pluralidad finita  —multitud,  multiplicidad—,
integrada por unidades, donde una unidad es lo que
cuenta (!) como un objeto del ndmero en
consideracion (p. 21).

Como resultado, la forma correcta de analizar y
hablar de nimero es la que se expresa como “El
numero de caballos en el campo es un cinco”, y
no como “El nimero de caballos en el campo es
cinco” (pp. 24-25). Mayberry repetidamente
enfatiza que, en su opinion, la gramatica
aparente que habla de nimero es engafosa para
Frege y el resto de nosotros, pero no para los
antiguos griegos, quienes pensaban que éste es un
objeto Unico que es el referente de “cinco”.

Si los nUmeros son pluralidades, entonces la
teoria de los numeros naturales es soélo la teoria
de las pluralidades finitas —en el sentido
moderno. Mayberry, sin embargo, insiste en la
otra cara de esta idea explicativa: si las
pluralidades “finitas” —en el sentido clasico o
Cantoriano— son numeros, entonces esta informal
teoria de conjunto es realmente una forma de la
teoria de numero —o cardinalidad—, lo que le
permite afirmar en el prefacio que:

[..] todas las matematicas se basan en la
aritmética, debido a que el concepto central en
matematicas es el de una pluralidad limitada, o
delimitada, o determinada, o definitiva —en una
palabra, finita— en tamano, el antiguo concepto de
nimero —arithmos— (p. xix).

3. Cuestiones contemporaneas

La diferencia esencial en el enfoque de Mayberry,
entre la teoria de conjuntos Catonriana moderna
y la llamada consideracion Euclidiana de nimero,
es que Cantor amplié la nocion de “finito” para
incluir las pluralidades infinitas de Dedekind, es
decir, un nUmero infinito de pluralidades
“finitas”.

Para justificar los axiomas, Mayberry afirma que
las pluralidades “finitas” compuestas de objetos
fisicos, aunque no objetos fisicos en si mismos,
son, sin embargo, no mas problematicos que los
objetos que los componen y, mas generalmente,
que la existencia de cualquier pluralidad no es
mas problematica que la existencia de los objetos
que la componen, cuando esos componentes son
objetos fisicos, otras pluralidades o cualquier
cosa.

Entonces un numero de caballos, por decir un cinco,
ses un objeto fisico? No, es un nimero, un cinco, de
objetos fisicos. Los nimeros son sui generis; pero
también lo es cualquier otro tipo basico de cosas: se
dice que las cosas son de muchas formas (p. 35).

Aparentemente, las pluralidades sélo nos ofrecen:
existe algo que es un cinco —una pluralidad que
consta de cinco objetos— por encima de los cinco
objetos que de alguna manera la componen, pero
nuestro conocimiento de esta pluralidad no es
mas misterioso que el conocimiento de los
objetos. Esta insistencia en la “facticidad” de
pluralidades tiene como objetivo hacer frente a
muchas de las preocupaciones filosoficas
tradicionales acerca de los objetos matematicos:

Simplemente por ser objetos, y por tanto, por
hipotesis, tienen, respectivamente, la pretension de
ser reales, de existencia independiente, y por ser,
conjuntamente, finitos en multitud, las unidades de
un arithmos, y colectivamente constituyen solo una
cosa bien definida, a saber, un objeto (p. 73).

Es en esta discusion de la teoria de conjuntos y la
aritmética antigua que se encuentra el Unico
defecto importante en el libro, aunque es una
falta de omision, no de comision. Uno esperaria
un libro argumentando que —al menos algunos—
conjuntos —concebidos como pluralidades— se
componen de objetos fisicos para entablar una
discusion de, por ejemplo, el realismo de
Penélope Maddy (1990) en matematicas. Del
mismo modo, cabria esperar una posicion que
argumente que —en algln sentido— los numeros
son conjuntos —puesto que los conjuntos son
numeros, es decir pluralidades— para demostrar
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como la vision en cuestidbn maneja los puntos
planteados en el ya clasico “Qué numeros pueden
no ser” de Paul Benacerraf (1965). Sin embargo,
ni Maddy ni Benacerraf se mencionan en alguna
parte del texto.

Sin embargo, estos olvidos no son tan
inexcusables ya que aparecen por primera vez.
Mayberry tiene la intencion de proporcionarnos un
fundamento para las matematicas, en el sentido
de la “fundaci6on” que estaba de moda hace
medio siglo, no para resolver las cuestiones
filosoficas acerca de la epistemologia y la verdad
que estan mas de moda actualmente. De hecho,
Mayberry explicitamente sostiene que, al explicar
los fundamentos de las matematicas, se deben
evitar tales complicaciones filosoficas (Secciones
1.3y3.7).

Como resultado, el lector debe acercarse a las
primeras secciones del libro no como a una
filosofia bien desarrollada de la matematica, sino
como a un bosquejo informal de los puntos de
vista filosoficos de Mayberry, que sirven como
telon de fondo a su proyecto principal: proveer
fundamentos matematicos. Con esto en mente,
tal vez deberiamos juzgar el libro por su original
calidad, el contenido matematico. Sin embargo,
independientemente de si Mayberry esta en lo
correcto al evitar la epistemologia y lo
relacionado con las cuestiones filosoficas, es
probable que algunos lectores se pregunten
acerca de como conectar el material contenido
en las primeras secciones del libro al trabajo
filosofico contemporaneo acerca de la naturaleza
de los conjuntos.

4. El acierto de Mayberry

Afortunadamente, Mayberry presenta en la
tercera parte del libro su nueva teoria de
conjuntos, que es quizas la mejor parte del libro,
ya que esta comodamente descrita en un entorno
puramente matematico. Como se sefalo
anteriormente, los axiomas de la teoria informal
de conjuntos de Mayberry se basan en una nocion
informal de “finito” o sin limites, y el salto
revolucionario a lo tras-finito ocurrido cuando
Cantor reconoce las estructuras infinitas de
Dedekind en el ambito de lo “finito”. Mayberry,
sin embargo, tiene dudas acerca de la legitimidad
de este salto conceptual:

[...] existen evidencias de que algo puede estar mal
en el paraiso de Cantor, evidencias que pueden, de
hecho, albergar una falacia. Esta evidencia proviene
de dos fuentes: de la matematica en si y de la
fisica. Esto no es decisivo, pero debe ser
preocupante para un Cantoriano (p. 264).

Las preocupaciones a las que se refiere son: 1) la
independencia de la hipotesis del continuo, y 2)
el hecho de que la teoria de la relatividad y la
teoria cuantica eliminan, respectivamente, la

necesidad de la extension infinita y la
divisibilidad infinita en la naturaleza.

Como resultado de estas preocupaciones,
Mayberry concluye el texto (Capitulos 8-12)
mediante la investigacion de lo que sucede
cuando se sustituye la concepcion Cantoriana
liberal de “finito” con la original restriccion de la
Grecia antigua. En otras palabras, él investiga lo
que se desprende de los axiomas teoricos de
conjuntos estandar —o sus analogos informales—
cuando sustituimos el axioma de infinito con el
axioma de finitud Euclidiana:

(VE)(VY)((f: Y > Y Afes1-a-1) > f es sobre
(p. 227; reformulado ligeramente)

Este axioma intenta capturar el 5 Concepto
Comdn de Euclides: El todo es mayor que la
—propia— parte. Al investigar las consecuencias
de esta teoria de conjuntos Euclidiana surge gran
cantidad de resultados significativos, algunos de
ellos bastante sorprendentes. Uno de los mas
interesantes es que:

La teoria Euclidiana de sistemas infinitos simples, a
diferencia de su contraparte Cantoriana, nos obliga
a reconocer la existencia de sistemas de nUmeros
naturales de diferentes longitudes (p. 382; énfasis
anadido).

Este resultado, y otros como él, ofrecen mucha
luz acerca del papel del axioma —tradicional— de
infinito en la teoria de conjuntos. Ademas, la
nueva teoria de conjuntos promete ser de interés
para los matematicos y los filosofos de tendencia
constructivista. Sin embargo, Mayberry admite
que queda mucho trabajo por hacer:

[...] todavia no sabemos lo suficiente acerca de
como se pueden desarrollar las matematicas en la
teoria de conjuntos Euclidiana como para hacer una
eleccion fidedigna entre la teoria y la ortodoxia
Cantoriana. Pero creo que las perspectivas del
desarrollo matematico de esta manera —por
ejemplo la Euclidiana— son prometedoras, y de
hecho, excitantes (p. 387).

El libro concluye con una larga lista de problemas
no resueltos y problemas abiertos en de la teoria
de conjuntos Euclidiana.

5. Conclusiones

El tratamiento de Mayberry a la teoria de
conjuntos puede ser de interés para alguien que
trabaje en los fundamentos de las matematicas,
especialmente los interesados en las diferentes
concepciones que subyacen nuestra aceptacion de
los axiomas teoricos de conjuntos. Las partes del
texto que se refieren al método axiomatico y al
papel de las fundaciones son excelentes, y
demuestran que Mayberry esta bien informado
acerca del funcionamiento de la practica de la
matematica actual. Ademas, las posteriores
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secciones en las que describe la teoria Euclidiana
de conjunto, se destacan tanto por la claridad de
las matematicas como por la novedad del punto
de vista acerca de la teoria de conjuntos que
presenta. Por dltimo, aunque filosoficamente
algunas cuestiones importantes se orientan en

Referencias

favor de las preocupaciones matematicas, este
trabajo matematico promete ser una importante
contribucion a nuestra comprension de nociones
como finitud, acotaciones, definitud, y de las
matematicas como un todo.

» Benacerraf, P. (1965). What Numbers Could Not Be. Philosophical Review, No. 74, pp. 47—73.
= Cantor, G. (2006). Fundamentos para una teoria general de conjuntos: Escritos y correspondencia selecta. Madrid:

Critica. 320 p.

= Dedekind, R. (1963). Essays on the Theory of Numbers. USA: Dover Publications.
* Maddy, P. (1990). Realism in Mathematics. Oxford: Oxford University Press.
= Mayberry, J. P. (2000). The Foundations of Mathematics in the Theory of Sets. Cambridge: Cambridge University

Press. Q

Ldmpsakos, ISSN: 2145-4086, Jul-Dic 2010 19



